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1. Να δείξετε ότι οι παρακάτω προτάσεις είναι ταυτολογίες.

• p ∨ (∼ p)
Λύση.

Ταυτολογία σηµαίνει ότι στον πίνακα αληθείας που ϑα ϕτιάξουµε, στην τελευταία στήλη πρέπει να υπάρχει
παντού το ‘‘αληθές’’. ΄Εχουµε µόνον µια λογική πρόταση, την p, συνεπώς ο πίνακας ϑα έχει

2πλήθος λογικών προτάσεων = 21 = 2

γραµµές. Χτίζουµε, λοιπόν, τη σχέση κοµµάτι - κοµµάτι

p ∼ p p ∨ (∼ p)
Α Ψ Α
Ψ Α Α

• ∼ (p ∧ q)⇔ (∼ p) ∨ (∼ q)
Λύση.

Στην τελευταία στήλη πρέπει να υπάρχει παντού το ‘‘αληθές’’. ΄Εχουµε δυο λογικές προτάσεις, τις p, q, συνεπώς
ο πίνακας ϑα έχει

2πλήθος λογικών προτάσεων = 22 = 4

γραµµές. Χτίζουµε, λοιπόν, τη σχέση κοµµάτι - κοµµάτι

p q p ∧ q ∼ (p ∧ q) (∼ p) (∼ q) (∼ p) ∨ (∼ q) ∼ (p ∧ q)⇔ (∼ p) ∨ (∼ q)
Α Α Α Ψ Ψ Ψ Ψ Α
Α Ψ Ψ Α Ψ Α Α Α
Ψ Α Ψ Α Α Ψ Α Α
Ψ Ψ Ψ Α Α Α Α Α

2. Να δείξετε ότι οι παρακάτω προτάσεις είναι ταυτολογίες.

• (p⇒ q)⇔∼ (p ∧ (∼ q))
Λύση.

Στην τελευταία στήλη πρέπει να υπάρχει παντού το ‘‘αληθές’’. ΄Εχουµε δυο λογικές προτάσεις, τις p, q, συνεπώς
ο πίνακας ϑα έχει

2πλήθος λογικών προτάσεων = 22 = 4

γραµµές. Χτίζουµε, λοιπόν, τη σχέση κοµµάτι - κοµµάτι

p q p⇒ q ∼ q p ∧ (∼ q) ∼ (p ∧ (∼ q)) (p⇒ q)⇔∼ (p ∧ (∼ q))
Α Α Α Ψ Ψ Α Α
Α Ψ Ψ Α Α Ψ Α
Ψ Α Α Ψ Ψ Α Α
Ψ Ψ Α Α Ψ Α Α

• p ∧ (q ∨ r)⇔ (p ∧ q) ∨ (p ∧ r)
Λύση.

Στην τελευταία στήλη πρέπει να υπάρχει παντού το ‘‘αληθές’’. ΄Εχουµε τρεις λογικές προτάσεις, τις p, q, r,
συνεπώς ο πίνακας ϑα έχει

2πλήθος λογικών προτάσεων = 23 = 8

γραµµές. Χτίζουµε, λοιπόν, τη σχέση κοµµάτι - κοµµάτι



p q r p ∧ r p ∧ (p ∨ r) p ∧ q p ∧ r (p ∧ q) ∨ (p ∧ r) p ∧ (q ∨ r)⇔ (p ∧ q) ∨ (p ∧ r)
Α Α Α Α Α Α Α Α Α
Α Α Ψ Α Α Α Ψ Α Α
Α Ψ Α Α Α Ψ Α Α Α
Α Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ Α
Ψ Α Α Α Ψ Ψ Ψ Ψ Α
Ψ Α Ψ Α Ψ Ψ Ψ Ψ Α
Ψ Ψ Α Α Ψ Ψ Ψ Ψ Α
Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ Α

3. Αν γνωρίζουµε ότι η πρόταση (p⇒ q) ∧ [q ⇒ (∼ p)] είναι αληθής, τι συµπεραίνετε για τις προτάσεις p και q;
Λύση.

Αρχικά, κατασκευάζουµε τον πίνακα αληθείας της πρότασης που µας έχει δοθεί.

p q p⇒ q ∼ p q ⇒ (∼ p) (p⇒ q) ∧ [q ⇒ (∼ p)]
Α Α Α Ψ Ψ Ψ
Α Ψ Ψ Ψ Α Ψ
Ψ Α Α Α Α Α
Ψ Ψ Α Α Α Α

Η υπόθεση µας λέει ότι η πρόταση της τελευταίας στήλης είναι υποχρεωτικά αληθής. Βλέπουµε ότι στην στήλη
αυτή µόνον οι δυο τελευταίες γραµµές έχουν το γράµµα ‘‘Α’’. Κοιτάµε σε κάθε µια από αυτές τις γραµµές τι είναι οι
προτάσεις p και q. Στην προτελευταία γραµµή η πρόταση p είναι ψευδής και η πρόταση q αληθής. Στην τελευταία
γραµµή η πρόταση p είναι ψευδής και η πρόταση q ψευδής. Συνεπώς, γνωρίζουµε σίγουρα ότι υποχρεωτικά ϑα
ισχύει ισχύει ή µια περίπτωση ή η άλλη. ΄Αρα η απάντηση είναι ότι είτε η πρόταση p είναι ψευδής και η πρόταση
q αληθής, είτε η πρόταση p είναι ψευδής και η πρόταση q ψευδής. Αυτή είναι και η απάντηση στο ερώτηµα της
εκφώνησης.

4. Εξετάστε αν η πρόταση (p⇒ q) ∨ (r ⇒ p) είναι ταυτολογία.
Λύση.

Για να είναι ταυτολογία, πρέπει ο πίνακας αληθείας που ϑα κατασκευάσουµε, στην τελευταία στήλη (που έχει
ολόκληρη την πρόταση της εκφώνησης), να έχει µόνον ‘‘Α’’. Κατασκευάζουµε τον πίνακα και έχουµε στο µυαλό µας
ότι αν γράψουµε ‘‘Ψ’’ έστω και σε µια γραµµή της τελευταίας στήλης, τότε σίγουρα δεν µπορεί να είναι ταυτολογία,
οπότε εκεί σταµατάµε και δεν χρειάζεται να γράψουµε τίποτε άλλο στον πίνακα. Η απάντηση µας σε αυτήν την
περίπτωση ϑα είναι ότι η πρόταση δεν είναι ταυτολογία. Αν όµως σε όλες τις γραµµές της τελευταίας στήλης υπάρχει
το ‘‘Α’’ τότε η πρόταση είναι ταυτολογία.

p q r p⇒ q r ⇒ p (p⇒ q) ∨ (r ⇒ p)
Α Α Α Α Α Α
Α Α Ψ Α Α Α
Α Ψ Α Ψ Α Α
Α Ψ Ψ Ψ Α Α
Ψ Α Α Α Ψ Α
Ψ Α Ψ Α Α Α
Ψ Ψ Α Α Ψ Α
Ψ Ψ Ψ Α Α Α

Παρατηρούµε ότι στην τελευταία στήλη υπάρχει παντού το ‘‘Α’’, οπότε η πρόταση είναι ταυτολογία.

5. Αν γνωρίζουµε ότι η πρόταση [p ⇒ (q ∧ r)] ∨ [∼ (q ⇔ p)] είναι ψευδής, να ϐρείτε ποιες από τις προτάσεις p, q, r
είναι αληθείς και ποιες ψευδείς.
Λύση.

Αυτή η άσκηση είναι της ίδιας λογικής µε την ΄Ασκηση 3. Αρχικά κατασκευάζουµε τον πίνακα αληθείας.

p q r p⇒ q r ⇒ p (p⇒ q) ∨ (r ⇒ p) ∼ (q ⇔ p) [p⇒ (q ∧ r)] ∨ [∼ (q ⇔ p)]
Α Α Α Α Α Α Ψ Α
Α Α Ψ Ψ Ψ Α Ψ Ψ
Α Ψ Α Ψ Ψ Ψ Α Α
Α Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ Α Α
Ψ Α Α Α Α Ψ Α Α
Ψ Α Ψ Ψ Α Ψ Α Α
Ψ Ψ Α Ψ Α Α Ψ Α
Ψ Ψ Ψ Ψ Α Α Ψ Α



Η υπόθεση µας λέει ότι η πρόταση της τελευταίας στήλης είναι ψευδής. Βλέπουµε ότι στην στήλη αυτή µόνον η
δεύτερη γραµµή έχει το γράµµα ‘‘Ψ’’. Κοιτάµε σε αυτήν την γραµµή τι είναι οι προτάσεις p, q, r. Η πρόταση p είναι
αληθής, η πρόταση q είναι αληθής και η πρόταση r είναι ψευδής. Αυτή και είναι η απάντηση µας σε αυτήν την
άσκηση. Σηµειώνουµε ότι, γενικά, ϑα µπορούσαν να προκύπτουν δυο ή περισσότερες γραµµές, οι οποίες έχουν
στην τελευταία στήλη το ‘‘Ψ’’. Τότε ϑα λέγαµε ότι υπάρχουν δυο ή περισσότερα ενδεχόµενα, αντίστοιχα, καθένα από
τα οποία ϑα αντιστοιχούσε σε µια από αυτές τις γραµµές.

6. Αν p, q, r είναι τρεις λογικές προτάσεις ώστε οι p ⇒ (q ∧ r) και q ⇒ (p ∧ (∼ r)) να είναι αληθείς, να δειχθεί ότι η
∼ (p ∨ q) είναι αληθής. Ισχύει το αντίστροφο ;
Λύση.

Αυτή η άσκηση είναι της ίδιας λογικής µε την ΄Ασκηση 5. Αρχικά κατασκευάζουµε τον πίνακα αληθείας. Ο πίνακας
αυτός πρέπει να περιέχει όλες τις προτάσεις που εµφανίζονται στην εκφώνηση, δηλαδή τις

• p⇒ (q ∧ r)

• q ⇒ (p ∧ (∼ r))

• ∼ (p ∨ q)

Τις χτίζουµε λοιπόν.

p q r q ∧ r p⇒ (q ∧ r) ∼ r p ∧ (∼ r) q ⇒ (p ∧ (∼ r)) p ∨ q ∼ (p ∨ q)
Α Α Α Α Α Ψ Ψ Ψ Α Ψ
Α Α Ψ Ψ Ψ Α Α Α Α Ψ
Α Ψ Α Ψ Ψ Ψ Ψ Α Α Ψ
Α Ψ Ψ Ψ Ψ Α Α Α Α Ψ
Ψ Α Α Α Α Ψ Ψ Ψ Α Ψ
Ψ Α Ψ Ψ Α Α Ψ Ψ Α Ψ
Ψ Ψ Α Ψ Α Ψ Ψ Α Ψ Α
Ψ Ψ Ψ Ψ Α Α Ψ Α Ψ Α

Η υπόθεση µας λέει ότι οι p ⇒ (q ∧ r) και q ⇒ (p ∧ (∼ r)) είναι αληθείς. Παρατηρούµε ότι η p ⇒ (q ∧ r) είναι
αληθής στις γραµµές 1, 5, 6, 7, 8 ενώ η q ⇒ (p ∧ (∼ r)) είναι αληθής στις γραµµές 2, 3, 4, 7, 8. Η υπόθεση µας λέει
ότι αυτές οι δυο είναι ταυτόχρονα αληθείς, άρα αναγκαστικά περιοριζόµαστε στις γραµµές 7, 8. Και στις δυο αυτές
γραµµές η πρόταση ∼ (p ∨ q) είναι αληθής, ακριβώς όπως µας το Ϲητάει η εκφώνηση.

Το αντίστροφο διατυπώνεται ως εξής : αν p, q, r είναι τρεις λογικές προτάσεις ώστε η ∼ (p ∨ q) να είναι αληθής, να
δειχθεί ότι οι p ⇒ (q ∧ r) και q ⇒ (p ∧ (∼ r)) είναι αληθείς. Από τον ίδιο πίνακα διαπιστώνουµε ότι η ∼ (p ∨ q)
είναι αληθής στις γραµµές 7, 8, στις οποίες γραµµές οι p⇒ (q ∧ r) και q ⇒ (p ∧ (∼ r)) είναι επίσης αληθείς. ΄Αρα
το αντίστροφο ισχύει.

7. Ο Αλέξανδρος η ΄Αννα και ο Αντώνης, ϱωτήθηκαν αν είναι ϕοιτητές. Η απάντηση τους ήταν η εξής :

(i) ‘‘αν η ΄Αννα είναι ϕοιτήτρια, τότε δεν είναι ϕοιτητής ο Αντώνης’’

(ii) ‘‘δεν είναι σωστό ότι αν ο Αλέξανδρος είναι ϕοιτητής τότε δεν είναι ϕοιτήτρια η ΄Αννα’’.

Με δεδοµένο ότι η απάντηση τους είναι αληθής, να ϐρείτε ποιοι είναι ϕοιτητές και ποιοι όχι.
Λύση.

∆ιευκρινίζουµε ότι αυτό που µας Ϲητάει η εκφώνηση είναι να ϑεωρήσουµε ως αληθείς και τις δυο προτάσεις που
αναφέρονται σε αυτήν και να απαντήσουµε για καθένα από τα τρία παιδιά, ποιος είναι ϕοιτητής και ποιος όχι.
Πρέπει αρχικά να γράψουµε µε µαθηµατικό τρόπο την εκφώνηση. Συµβολίζουµε µε

• p την πρόταση ‘‘Ο Αλέξανδρος είναι ϕοιτητής’’.

• q την πρόταση ‘‘Η ΄Αννα είναι ϕοιτήτρια’’.

• r την πρόταση ‘‘Ο Αντώνης είναι ϕοιτητής’’.

Με αυτούς τους συµβολισµούς µπορούµε να ξαναγράψουµε τις προτάσεις που αναφέρονται στην εκφώνηση ως εξής

(i) q ⇒∼ r.

(ii) ∼ (p⇒ (∼ q)).

Αυτή η άσκηση είναι της ίδιας λογικής µε την ΄Ασκηση 6. Αρχικά κατασκευάζουµε τον πίνακα αληθείας. Ο πίνακας
αυτός πρέπει να περιέχει όλες τις προτάσεις που εµφανίζονται στην εκφώνηση, δηλαδή τις

• q ⇒∼ r

• ∼ (p⇒ (∼ q))

Τις χτίζουµε λοιπόν.



p q r ∼ r q ⇒ (∼ r) ∼ q p⇒ (∼ q) ∼ (p⇒ (∼ q))
Α Α Α Ψ Ψ Ψ Ψ Α
Α Α Ψ Α Α Ψ Ψ Α
Α Ψ Α Ψ Α Α Α Ψ
Α Ψ Ψ Α Α Α Α Ψ
Ψ Α Α Ψ Ψ Ψ Α Ψ
Ψ Α Ψ Α Α Ψ Α Ψ
Ψ Ψ Α Ψ Α Α Α Ψ
Ψ Ψ Ψ Α Α Α Α Ψ

Η υπόθεση µας λέει ότι οι q ⇒∼ r και ∼ (p⇒ (∼ q)) είναι αληθείς. Παρατηρούµε ότι η q ⇒∼ r είναι αληθής στις
γραµµές 2, 3, 4, 6, 7, 8 ενώ η ∼ (p ⇒ (∼ q)) είναι αληθής στις γραµµές 1, 2. Η υπόθεση µας λέει ότι αυτές οι δυο
είναι ταυτόχρονα αληθείς, άρα αναγκαστικά περιοριζόµαστε στη γραµµή 2. Στη γραµµή 2 έχουµε ότι ο Αλέξανδρος
είναι ϕοιτητής, η ΄Αννα είναι ϕοιτήτρια και ο Αντώνης δεν είναι ϕοιτητής.

8. Να εξετάσετε αν τα παρακάτω σχήµατα αντιστοιχούν σε λογικές αποδείξεις.

•

p⇒ q

q ⇒ r

∼ r

∼ p

Λύση.

Το σχήµα αυτό είναι ισοδύναµο µε την πρόταση

[(p⇒ q) ∧ (q ⇒ r) ∧ (∼ r)]⇒ (∼ p) .

Πρέπει δηλαδή να δείξουµε ότι αυτή η πρόταση είναι ταυτολογία. Κατασκευάζουµε τον πίνακα αληθείας.

p q r p⇒ q q ⇒ r ∼ r (p⇒ q) ∧ (q ⇒ r) ∧ (∼ r) ∼ p Συνολική πρόταση
Α Α Α Α Α Ψ Α Ψ Α
Α Α Ψ Α Ψ Α Ψ Ψ Α
Α Ψ Α Ψ Α Ψ Ψ Ψ Α
Α Ψ Ψ Ψ Α Α Ψ Ψ Α
Ψ Α Α Α Α Ψ Α Α Α
Ψ Α Ψ Α Ψ Α Ψ Α Α
Ψ Ψ Α Α Α Ψ Α Α Α
Ψ Ψ Ψ Α Α Α Α Α Α

Στην τελευταία στήλη έχουµε παντού ‘‘Α’’, συνεπώς η πρόταση είναι ταυτολογία, άρα το σχήµα είναι απόδειξη.
•

(p⇒ q) ∨ (q ⇒ r)

p ∨ q

q ∧ r

Λύση.

Το σχήµα αυτό είναι ισοδύναµο µε την πρόταση

([(p⇒ q) ∨ (q ⇒ r)] ∧ (p ∨ q))⇒ (q ∧ r) .

Πρέπει δηλαδή να δείξουµε ότι αυτή η πρόταση είναι ταυτολογία. Κατασκευάζουµε τον πίνακα αληθείας.

p q r p⇒ q q ⇒ r (p⇒ q) ∨ (q ⇒ r) p ∨ q [(p⇒ q) ∨ (q ⇒ r)] ∧ (p ∨ q)
Α Α Α Α Α Α Α Α
Α Α Ψ Α Ψ Α Α Α
Α Ψ Α Ψ Α Α Α Α
Α Ψ Ψ Ψ Α Α Α Α
Ψ Α Α Α Α Α Α Α
Ψ Α Ψ Α Ψ Α Α Α
Ψ Ψ Α Α Α Α Ψ Ψ
Ψ Ψ Ψ Α Α Α Ψ Ψ



q ∧ r Συνολική πρόταση
Α Α
Ψ Ψ
Ψ Ψ
Ψ Ψ
Α Α
Ψ Ψ
Ψ Α
Α Α

Στην τελευταία στήλη υπάρχουν και ‘‘Ψ’’, συνεπώς η πρόταση δεν είναι ταυτολογία, άρα το σχήµα δεν είναι
απόδειξη.


